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1. Welche der folgenden Aussagen sind richtig, welche falsch? (H)

[x+—int, y—bool] F (x + 3 <= 17) || (not y) : bool

(a
(

b) Im Kontext [x+> bool] ist true == x ist ein typkorrekter Ausdruck.

d

(e) Der Typ eines Wertes v liefe sich auch so definieren:

)
)

(c) £0 * (x - P][x—5, y—tt]=0

(d) Jeder Ausdruck e hat in jedem Kontext I hochstens einen Typ 7.
)

type(v) =7 gdw. Tho:r
(f) Es gibt keinen Kontext I' mit
''k{var x = x; z :=x }; { var y = x; if (y) then z := 5 else skip } v

(g) Wenn I' ¢ v und (¢, o) =1 (¢/, /)y mit ¢/ : T und I' - ¢ v/, dann auch o : T
(h) Wenn I' ¢ v/ und o : T', dann gibt es ¢ und ¢’ mit (¢, o) —1 (¢, o).

Losung:

Das hingt vom Syntaxbaum des Ausdrucks ab. Durch die geiinderte Grammatik gibt es zwei
mogliche Syntaxbaume:

((x + 3) <=17) || (not y) und (x + (83<=17)) || (not y)

Im linken Fall gilt die Aussage, obwohl fiir + und | | keine Typregeln definiert wurden — diese
sind nur syntaktischer Zucker und damit automatisch abgedeckt. Ohne syntaktischen Zucker
schreibt sich dieser Ausdruck wie folgt:

not ((not ((x - (0 - 3)) <= 17)) && (not (not y)))

Der Ableitungsbaum im Typsystem miisste fiir diesen Ausdruck aufgestellt werden.
Im rechten Fall gilt die Typaussage nicht, weil int + bool nicht typisierbar ist.

Falsch. true == x ist zwar ein Ausdruck, aber nicht typkorrekt. e; == eo ist syntaktischer
Zucker fiir (e; <= e3) && (es <= e1). Nach den Typregeln fiir <= miissen e; und es den
Typ int besitzen.

Wollte man Gleichheit auch fiir boolesche Ausdriicke, gibt es zwei Md&glichkeiten:
i. Explizite Produktion fiir == in Exp. Dann brauchte man dafiir auch eine eigene Typregel
I'ke 7 I'key:r

I'ey == e : bool

und entsprechend auch eigene Semantikregeln, Beweisfille etc.
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ii. Man fithrt zwei Ersetzungsmoglichkeiten fiir e; == ey ein:
(e1 <= e3) && (ey <= e1) und (e1 && es) || ((not e1) && (not es))

Dann ist es aber unmdglich, mit == einen eindeutigen Syntaxbaum zu beschreiben. Erst
ein Typcheck konnte ,,unsinnige” Syntaxbdume eliminieren.

Falsch. Wegen £ x - y][x—5, y—tt]= L gt E[0 * (x - Y] [x—5, y—tt] = L.
0 ist fiir * (wie false fiir &&) nicht mehr ein absorbierendes Element.

(1d) Richtig. Formal: Wenn I'e:7und I'+e: 7/, dann 7 = 7.
Beweis. Normal brauchte man Regel-Induktion iiber T' - e : 7 (77 beliebig). Fiir unser
einfaches Typsystem reicht aber Fallunterscheidung:
e Fille [TNuwm|, [TMinus|, [T TIMESE
Zu zeigen: Wenn I'Fe : 7/ (wobei e =n, e = €1 - ey oder e = €1 * e3), dann int = 7.
Beweis durch Regelinversion.
e Fille [TTruUE|, [TLEQ, [TAND] [TNOT} Analog mit bool.
e Fall [TVARL Zu zeigen: Wenn I' 2 : 7/ und I'(z) = 7, dann 7 = 7.

Beweis: Durch Regelinversion gilt I'(z) = 7/. O
Typsysteme, die jeder syntaktischen Einheit héchstens einen Typ zuweisen, heifen mono-
morph.

(le)) Falsch. Wie in gezeigt, ist der Typ eines Ausdrucks zwar eindeutig, aber hier wird
wieder Syntax mit abstrakten Werten vermischt. v ist aus Z + B, kein Ausdruck. Richtig
wiire z.B. type(v) = 7 gdw. T = V=1 [v] : 7.

(1f) Richtig. Aus den Typregeln ergeben sich folgende widerspriichliche Bedingungen:

e Im vorderen Block muss die lokale Variable x wegen der Initialisierung den gleichen Typ
wie die globale Variable x haben. Wegen z := x muss z den gleichen Typ haben wie die
lokale Varialbe x. Insgesamt: I'(z) = I'(x)

e Da die lokale Variable y des zweiten Blocks als Bedingung auftaucht, muss sie den Typ
bool haben. Wegen der Initialisierung mit der globalen Variable x gilt also: I'(x) = bool.

e Wegen z := 5 muss gelten I'(z) = int.

(lg) Falsch. Dies ist die Umkehrung zur Erhaltung der Zustandskonformanz (Lem. . Gegen-
beispiel:
Sei I' = [x—int]. Dann gilt ' - 2 := 0 v, (x := 0, [x—tt]) —1 (skip, [x+~0]) mit
[x— 0] : T und I" F skip v/, aber nicht [x+ tt] : T

Falsch. Dies ist nur fast das Fortschrittslemma Fiir den Fall ¢ = skip gilt es nicht.

2. Ausgaben (H)

Erweitern Sie die Sprache Whilep um Ausgaben:

(a) Ergénzen Sie die Syntax um eine neue Anweisung print e fiir Ausgaben.

(b) Passen Sie die Typ-Regeln an. Sowohl Zahlen als auch Wahrheitswerte sind als Ausgabe
erlaubt.

(c) Andern Sie die Big-Step-Semantik, sodass die neue Auswertungsrelation (c, o) |}, o’ die
Anweisung ¢ im Anfangszustand o zum Endzustand o’ auswertet, wobei die Liste der
Ausgaben o entsteht.

(d) Passen Sie auch die Small-Step-Semantik an Ausgaben an. Unterscheidet sie sich in der
Ausdrucksméchtigkeit von der Big-Step-Semantik?

(e) Ist die erweiterte Sprache typsicher? Begriinden Sie!
Losung:

(2a) Man braucht nur die Anweisungssyntax zu erweitern:
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Com ¢ == skip|z :=e|c1; ca|if (e) then ¢ else ¢y | while (e) do c |
{ var x = e; ¢ } | print e
Neue Typregel:
I'Fe:7
TPRINT: ——————

I'Fprint e v
Man muss jede Regel anpassen — auch erst einmal fiir Whilep:

Ele]o=v
( :=e, o) §olr—]

SKIPRg: (skip, o) Iy o AssYq:

SEQYQ.: <C].7 U) Yoy o' <CQ) OJ> Yoy o
s <Cl; C2, U> um ++ 02 o
Ele]o=tt cl, O o’
IFTTCB)S: [[ ]:I < 1 > ‘U’O

(if (e) then c; else ca, o) o 0’

Ele]Jo=F  {ca, o) Jo 0
(if (e) then c; else ¢z, o) o0’

IFFFQ:

Ele]o =1
(while (e) do ¢, o) o

WHILEFF{q:

Ele] o =tt (e, o) o, 0 (while (e) do ¢, 0') o, 0”
(while (e) do ¢, 0) Yo, 440y 0

WHILET TRg:

Ele]o=v (e, olr—]) oo

({ var © = e; ¢ }, o) |p o[z 0 ()]

BLOCKRg:

Die neue Regel fiir print e:
Ele]o=v
(print e, o) Yy 0

O .
PRINTEq:

Auch die Small-Step-Relation (¢, o) % (¢, ¢’) muss komplett angepasst werden. Uber dem
Pfeil steht jetzt die Ausgabe des aktuellen Schritts (als maximal einelementige Liste).

& = & =
AssSy: [[[T]]U ! PRINTSy: le] U[v °
(x := e, o) = (skip, olxr—v]) (print e, o) 1 (skip, o)
’ g 4 J ! g = tt
SEQ1Sy: v, o) O <C,1 7) — IFTTS: le]o :
c1; ¢, 0) = (€15 ¢z, ) (if (e) then ¢ else ¢z, o) = (c1, 0)
Ele]o =1t

SEQ28y: (skip; ¢, o) i\ (c, o) IFFFgy: ]

(if (e) then ¢; else cg, o) 4 (co, o)

WHILES: (while (e) do ¢, o) 4 (if (e) then c; while (e) do c else skip, o)

Ele]o=w (e, olz—]) > (d, o)

{varz =e; c}, o) > ({ var z = V! [o'(@)]; ¢ ¥ oz o(x)])

BLoCK18g:

Semantik von Programmiersprachen — Losungen zu Blatt 8 3



(2¢)

Ele]o# L

BLOCK28g: i
({ var = = e; skip }, o) — (skip, o)

Jetzt muss man auch die Semantik durch Ableitungsfolgen anders definieren. Eine endliche
Ableitungsfolge (co, o) %3 (c1, o1) 3 ... 5! (¢n, 0y,) fassen wir nun mit (¢, o) 3* (¢, o)
zusammen, wobei 0 = og ++ 01 ++...0,—1. Entsprechend verkiirzen wir eine unendliche
Ableitungsfolge (co, o9) x (c1, o1) 2 L auf (co, 00) >, wobei 0 = 0g ++ 01 ++. ...

Big- und Small-Step-Semantik sind jetzt nicht mehr gleich ausdrucksstark: Die Ausgaben
nichtterminierender Programme sind in der Small-Step-Semantik ausdriickbar; in der Big-
Step-Semantik gibt es nur Nichtableitbarkeit, aber keine Unterscheidung der generierten

Ausgaben.

Ja, die neue Sprache ist typsicher. Der Typsicherheitsbeweis mit Fortschrittslemma, Erhaltung
der Zustandskonformanz und Subject Reduction lésst sich leicht um die neuen Félle fiir
print e ergidnzen. Die zusétzlichen Ausgaben in allen Regeln werden von Typsystem und
Konformanz ignoriert und fiihren auch keine neuen Bedingungen in den Small-Step-Regeln
durch die Hintertiir ein.

3. Typsicherheit mit der Big-Step-Semantik (U)

Typsicherheit ldsst sich auch fiir eine Big-Step-Semantik zeigen, in dieser Aufgabe fiir Whilep:

(a) Andern Sie die Auswertungsrelation so, dass eine Anweisung mit einem Zustand statt zu

einem Endzustand auch zu einem speziellen Fehlerwert Err auswerten kann. Fiigen Sie nun
fiir jede Regel, die einen Typcheck (implizit) durchfiihrt, eine neue Regel fiir den Fehlerfall
hinzu. Vergessen Sie auch nicht Propagationsregeln fiir den Typfehler Err.

(b) Zeigen Sie, dass typkorrekte Programme von konformanten Zustinden aus nie Typfehler

erzeugen: Wenn I' - ¢ v/, 0 : T und (¢, o) || ', dann ¢’ # Err und ' : T".

(c) Vergleichen Sie diesen Ansatz, Typsicherheit einer Sprache zu zeigen, mit dem Small-Step-

Ansatz aus der Vorlesung.

Losung:

Unterscheidung in korrekte Auswertung o und Typfehler Err:

(-, Y- C Comx 3 x (X4 {Err})

Normale Regeln der Big-Step-Semantik mit der Variablenkonvention ¢ € (X + {Err}):
Ele]o=v
(@ = e, o) b (ofe o))

SKIPEs: (skip, o) | o Assty:

(e, o) I o <62, 0/> &

(c1; 2, o) 0"

SEQLg:

Ele]o=tt (c1, o) | &
(if (e) then c; else co, o) |} &

IFTTR:

Ele]Jo=F  (ca, o) |0
(if (e) then c; else cg, o) | &’

IFFFLg:

Ele]o =1t
(while (e) do ¢, o) o

WHILEFF Lg:
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Ele]o=tt (e, o) | o (while (e) do ¢, o') |} 5"
(while (e) do ¢, o) &”

WHILET T §q:

Ele]o=v (e, alz—]) | o’
({var o = e; ¢}, o) | (o[ o(2)])

T .
BLOCKjzq:

Anmerkung zu den Anderungen: Ergebnisse miissen immer die Form o oder Err haben.
Wenn das Resultat einer Regel weiterverarbeitet werden soll (in weiteren Préamissen wie
ISEQL| und [WHILET T oder durch Anderung des Zustands wie in [BLock L)), dann darf dies
nur bei normaler Auswertung ¢ méglich sein.

Und jetzt noch die ganzen Regeln fiir Typfehler (keine vergessen!):

& =1 , E
e le] o SpQEL (c1, o) | Err
(x :=e, o) | Err (c1; co, o) Err
Ele]o ¢ B
(if (e) then ¢; else ca, o) | Err
£ B & =tt , E

WHILEEER!: o ¢ WHILEEER?: Il o e o) 4 Er

(while (e) do ¢, o) || Err (while (e) do ¢, o) | Err
BLOCKE!. Ele]o =1 BLOCKES?: Ele]o=v (e, alx—v]) | Err
({ var x = e; ¢ }, o) | Err ({ var x = e; ¢ }, o) | Err

(Bb)) Diese Aussage beinhaltet im Wesentlichen den Beweis zur Zustandskonformanzerhaltung bei
Small-Step (Lem. [77).
Zu zeigen: Wenn (¢, o) | @ mit '+ ¢ v und o : ', dann ist ¢’ von der Form ¢” mit ¢” : T.
Beweis. Regel-Induktion tiber (¢, o) || ' (T beliebig). Wegen der nichtterminierenden Regel

ist dies die einzige Beweismoglichkeit.
e Fille |Skipgg) WHILEFF 5t Trivial.

o Fall [AssTt Beweis analog zur Zustandskonformanzerhaltung bei Small-Step (Lem. [77).
e Fall E@ Aus T' F z := e v erhilt man durch Regelinversion (TAss) ein 7 mit
I'(z) =7 und I' - e : 7. Zusammen mit o : I gilt nach Lem. [75; £ [e] o # L. Widerspruch
zur Fallannahme & [e] o = L.
e Fall Induktionsannahmen:
(i) Wenn I' F ¢; v und o : T', dann ist ¢’ von der Form. . .naja, ist ja schon von der Form.
Wir erhalten allerdings noch o’ : T.
(ii)) Wenn I' - ¢ v/ und o’ : T, dann ist " von der Form ¢/ mit ¢”’ : T.
Zu zeigen: Wenn I' F¢1; ¢o v und o : T', dann ist ” von der Form ¢ mit ¢”" : T.
AusT'Fey; co v erhdlt man I'F ¢ v und I'F ¢ v durch Regelinversion .
Mit o : T folgt nach Induktionsannahme (i), dass ¢’ : T’ (hier benotigt man den Erhalt der
Zustandskonformanz). Aus Induktionsannahme (ii) folgt dann direkt die Behauptung.
e Fall Induktionsannahme: Wenn I' - ¢; v/ und o : I', dann ist Err von der Form
o' mit o’ : T.
Zu zeigen: Wenn I' - ¢1; ¢o v/ und o : I, dann ist Err von der Form ¢’ mit ¢’ : T.
Regelinversion auf I' - ¢1; co v liefert I' - ¢; v'. Damit kann man die die Induktionsan-
nahme anwenden, die eine absurde Aussage liefert, und eine absurde Aussage ist so gut
wie jede andere.
o Fall Induktionsannahmen:
(i) Wenn I' F ¢ v und o : T, dann ist o’ von eben der Form und o’ : T
(i) Wenn I' F while (e) do ¢ v und o’ : T, ist " von der Form ¢” mit ¢’ : T..
Zu zeigen: Wenn I' F while (e) do ¢ v und o : T, ist ¢’ von der Form ¢’ mit ¢ : T.
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Aus I' F while (e) do ¢ v folgt I' - ¢ v'. Mit Induktionsannahme (i) erhdlt man wieder
o' : T'. Induktionsannahme (ii) liefert die Behauptung.

Dieser Fall ist d&hnlich zu braucht aber die Induktion iiber (¢, o) || &’ fir die
Induktionsannahme (ii), deren Anweisung nicht kleiner ist als die Konklusion.

° Fall Aus Lem. folgt mit I' - e : B (Regelinversion und o : T,
dass € [e] 0 = v mit v € B. Widerspruch zur Fallannahme £ [e] o ¢ B.

e Fille WrILEES?] [BLockEE™} Analog zu [SEQEY]

e Fille @7 Analog zu while.

e Fall @ Analog zur Erhaltung der Zustandskonformanz in Lem. Induktionsan-
nahme braucht I' beliebig.

 Fall Analog zu 0
(3c) Typfehler werden in der Small-Step-Semantik durch Blockieren modelliert. Bei Big-Step ist
dies nicht moglich, da Nichtableitbarkeit auch durch Nichttermination entstehen kann.

Vorteile Big-Step:

e Intuitiverer Ansatz, da Typfehler explizit modelliert werden.

e Beweis insgesamt einfacher, da kein Fortschritts- oder Subject-Reduction-Lemma gezeigt
werden muss.

Nachteile Big-Step:
e Massive Verdnderung an der Semantik notig, i.d.R. doppelt so viele Regeln (und damit
auch Beweis-Fille in jedem Beweis liber die Big-Step-Semantik.

e Typfehlerregeln sind semantisch irrelevant, weil fiir typkorrekte Programme nie anwend-
bar. Deswegen gehoren sie auch nicht in die Semantik.

e Keine Kontrolle, ob wirklich alle Typfehlerregeln eingefiigt wurden.
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