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Losungen zu Blatt 9: Denotationale Semantik mit Fixpunktiteration Bespre-
chung: 24.06.2019

1. Welche der folgenden Aussagen sind richtig, welche falsch? (H)

(a) Die folgende Rekursionsgleichung definiert die Funktion f : N — N eindeutig:

f(n) 2-f (g) falls n gerade
n)=
f(n+1)—1 falls n ungerade

(b) Die folgende Rekursionsgleichung definiert die Funktion ¢g : N — N eindeutig:

_ (9 %))2 falls n gerade
g(n) = { .

g(n —1) falls n ungerade
(c) Das Funktional F': (¥ — ¥) — (¥ — X) mit

(f(o[x—42]))[y—23] falls o(z) <17
o[z 0] sonst

F(f) = Ao. {

gehort zur Rekursionsgleichung

{(Q(a[xr—>42]))[y»—>23] falls o(z) < 17
Qo) =
o[z 0] sonst

(d) Fir das Funktional F': (X — X) — (X — X) mit

floly—12]) falls o(x) =13
o[z 10] sonst

F(f) = \o. {

gilt
1 falls o(x) = 13
o[x+10] sonst

F2(1)(0) = {

(e) Dlers (ez5 )] =D [lez; c1); cs]
(f) D[(if (x <= y) then z := x else z := y); skip]o = o[z min(o(x), o(y))]


http://pp.ipd.kit.edu/lehre/SS2019/semantik

Lo6sung:
Richtig. Man muss dafiir zeigen, dass es eine Losung gibt und dass die Rekursion irgendwann

terminiert.

Die Identitatsfunktion id ist eine Losung:

n=id(n) = {2‘

=2-id (%) falls n gerade
)—1=1id(n+1)—1 falls n ungerade

+ I3
[S—y

(n

Damit ist klar, dass die Rekursionsgleichung erfiillbar ist.
Fiir die Eindeutigkeit muss man nur noch beweisen, dass wenn f die Gleichung fiir alle n
erfiillt, dann gilt f(n) = n fiir alle n. Beweis per vollstdndiger Induktion iiber n:
Sei also n beliebig. Induktionsannahme: Fiir alle m < n gilt: f(m) = m. Zu zeigen: f(n) = n.
e Fall n = 0: Aus der Rekursionsgleichung folgt: f(0) = 2- f (g) = 2. f(0) und damit
f(0)=0.
e Fall n = 1: Dann gilt entsprechend: f(1) = f(14+1) —1=2- f(1) — 1 und damit durch
Umstellen f(1) = 1.

e Fall n > 1 gerade: Dann ist § < n, also folgt aus der Induktionsannahme mit m = 3,
dass f (%) = 5. Damit gilt f(n) =2- f (%) =2-5=n.
e Fall n > 1 ungerade: Dann ist ”TH < n, also folgt aus der Induktionsannahme mit m =
”TH, dass f (”TH) = ”T“ Damit gilt: f(n) = f(n+1)—1=2-f (”7“)—1 = 2~"T+1—1 =n.
Damit ist id die einzige Funktion, die die Rekursionsgleichung erfiillt.

Falsch. Die konstanten Funktionen g;(n) = 0 und go(n) = 1 erfiillen beide die Rekursions-
gleichung.

Richtig.
Richtig. Es gilt:

1 falls o(x) = 13
o[x+ 10] sonst

F2(L)(0) = F(FY(L))(e) = {FI(J_)(J[yH 12]) = 1 falls o(x) = 13 _ P

o[z 10] sonst
Entsprechend F4?(1) = F*(1) =... = F!(1)
Intuitiv kann man sich als Begriindung hierfiir iiberlegen, wie ein Programm aussihe, dessen
Semantik F' entsprichtﬂ Der Schleifenrumpf in einem solchen Programm wiirde lediglich y
verdndern, aber als Schleifenbedingung lediglich den Wert von x benutzen. Dementsprechend

kann die Semantik des rekursiven Falls (und alle Approximationen daran) nur L sein, denn
eine solche Schleife terminiert nie!

(le) Falsch. Gegenbeispiel ¢y =x := 1, ¢ =x := 0, c3 = skip. Dann gilt:

Dlers (e2; ¢3)] =Dlea; e3] o Der] = (Des] o Dez]) o D[ei] = Ao. o[x+—0]
D(c2; c1); e3] =Des] o Dea; ci] =Des] o (Dlei] o Dez]) = Ao. o[x— 1]

Richtig wére D [e1; (co; ¢3)] =D[(er; c2); c3]. Zum Beweis einfach ausrechnen und die
Assoziativitat von o ausnutzen.

'Rein formal betrachten wir diese Funktionale nur fiir While-Schleifen, deren Semantik bei Nichtausfiihrung id ist,
man muss also die Augen ein wenig zukneifen. . .
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Richtig. Sei ¢ das ganze Programm, if der if-Teil.
D[P]o = (D [skip] o D[if])(0) = (id o D[f])(0) = D[if] o
=IF(B[x <= y], D[z := %], D[z := y])o
= IF (Ao. 0(x) < o(y), Ao. olz—o(y)], A\o. olz—0o(y)])o
_ {U[Zl—> o(x)] falls o(x) < o(y)
olz—o(y)] sonst

= oz min(o(x), o(y))]

2. Fixpunktiteration (H)

Gegeben sei folgendes Programm P:

x :=0; i :=n; while (1 <= 1) do (x :=x + 2 *x i; 1 :=1i - 1)
(a) Geben Sie das Funktional F' an, das in der denotationellen Semantik zur Schleife gehort.
(b) Berechnen Sie FO(L), F*(L), F?(L) und F3(L1).
(c) Geben Sie F"(L) und (ein sinnvolles) FIX (F) an (ohne Beweis).
(d) Geben Sie basierend darauf D [P] an.
Losung:

Zuerst die Semantik des Schleifenrumpfs:

Dlx :=x+2x*1i; 1 :=i-1]c=(D[1 :=1i - 1]oD[x := x + 2 * i])(0)
=D[i =1 - 1] (o[x—0o(x)+2-0(i)])
=ofx—o(x)+2-0(i), iro(i)—1]

Damit ergibt sich das Funktional F' zu:

F(f)(o)=1F(B[1 <= 1i], foD[x :=x + 2 * i; i :=1i - 1], id)o
=1IF (\o. 1 <o(i), Ao. f(olx—0o(x)+2-0(i), i—o(i)—1]), id)o
{a falls 1> o(i)
flolx—o(x)+2-0(1), i—o(i) —1]) falls 1 <o(i)

Sei body definiert als

body(c) :=DJx :=x + 2 * i; i :=1i - 1]o
=olx—o(x)+2-0(i), iro(i) —1]
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Fo(L)(o) =L

o falls 1 > o(1)

FO(L)(body(c)) = L falls 1 < o(i)
_Jo falls 1 > o(1)

@) =\ (W) (body(0)) falls 1 < o(2)

FH(L)(0) = F(F*(1))(0) = {

F*(1)(o) = F(F'(1))

falls 1 > (1)
= body falls 1 < o(i) und 1 > body(c)(1)
falls 1 < o(i) und 1 < body(o)(1)

falls 1 > o(1)
olx—o(x)+2,i—0] falls1=o0(i)
falls 1 < o(1)

o falls 1 > o(1)
FAL(0) = F(F {F2(J_)(body(a)) falls 1 < o(4)
o falls 1 > o(1)
) body(o) falls 1 < o(i) und 1 > body(o)(1)
) body(o)[x — body(o)(x) + 2,i—0] falls 1 < (i) und 1 = body(c)(i)
(L falls 1 < o(i) und 1 < 0'(4)
o falls 1 > o(1)
_Jox—o(x)+2,i—0] falls 1 =o0(i)
"~ or—o(x) +6,i0] falls 2 = o(d)
1 falls 2 < o(1)
(2¢)
o falls 1 > o(1)
F'"(L)(0) = S olx—=0o(i)  (o(i) +1)+o0(x),i—0] fallso(i) e {1,...,n}
1 falls n < o(1)

falls 1 > o(i)

e = {U[x»—m(i) (0(1) +1) +o(x),1=0] falls 1 <o(i)

Sei w=while (1 <= 1) do (x :=x + 2 *x i; 1 :=1i - 1)
D[P]Jo=(D[w]oD[i := nJoD[x := 0])(0) =(D[w] o D[i := n])(c[x+—0])
=D[w] (c[x—0, i—0o(n)]) = FIX (F) (c[x—0, i—0o(n)])
_ Jo[x=0, i a(n)]) falls o(n) < 1
~ \o[x—o@) - (o(n)+1), i—0] falls o(n) > 1

3. Lokale Variablen in Blécken (U)

In Kap.[6.3|haben wir die While-Sprache um Blécke mit lokalen Variablen erweitert und operationale
Semantiken dafiir angegeben. Erweitern Sie in diesem Abschnitt die denotationale Semantik
entsprechend.

(a) Definieren Sie D [-] fiir das neue Sprachkonstrukt { var = = a; ¢ }. Bleibt dadurch D[]
kompositional?
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(b) Zeigen oder widerlegen Sie:
D[{var z=x%x; x :=y; y =2 }=D[x :=x+y;, y :=x -y; X :=%x -]

Losung:

Letztendlich ist ein Block nichts anderes als die Zuweisung des Startwerts an x, der Ausfiih-
rung von ¢ und einer erneuten Zuweisung (des urspriinglichen Werts von x) an z. Damit
ergibt sich:

D[{ var © = a; ¢ }Yo=(Ao. d[z—a(x)]oD[c] o (N\o'. o[z Ala] o])) (o)
= (D[] (o[z = Ala] o)) [z = o ()]

wobei das duflere Zustandsupdate Undefiniertheit propagieren soll. Die denotationale Seman-
tik bleibt dadurch kompositional, da nur die Bedeutungen A [a]] und D [¢] der Teile a und ¢
verwendet werden.

(Bb]) Beweis:

D[{ var z = x; x :=y; y := z }o
=(P[x :=y; y := 2] (elz=o(x)])z—0(z)]
=(Ply := 2] o D[x := y])(olz—= o))z~ 0o(z)]
= (Ply := 2zl (olz—0(x), x=(olz—=a(x)])(y)]))[z— o(2)]
=(Ply := z](olz—=0(x), x=0a(y)])[z—0(2)]
=olz—0o(x), x—0o(y), y—(o[z—o(x), x—0(y)])(z), z— o(z)]

olx—=o(y), ymo(x),z—0(z)] =olx—o(y), y—o(x)]

Dlx :=x+y;, y :=x-y; X :=%x - y|o
=Dz :=x - yJoDJy :=x - yJoD[x := x + y])o
=([D[x :=x - y]oD[y := x - y))olx—0o(x)+o(y)])
=D[x := x - y](olx=0(x) +o(y), y=(olx—=0o(x)+o(y))(x) — (clx—=o(x) +o(y)]))([¥)])
=D[x := x - y](o[x=0(x) +o(y), y—=(o(x) +0o(y)) —a(y)])
=D[x = x - y]( (x) +o(y), y—=o(x)])
=olx—o(x)+a(y), )

) , y=o(x))(x) = (elx—=o(x) +o(y), y—=ox)])(y)]

=oly—o(x), x=(0(x) +o(y) —o(x)] =oly—o(x), x—o(y)]

R)

[x—o(x

<
Q
1
L=
]

x> (ox—o(x
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