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7.5 Vollstindigkeit der axiomatischen Semantik

Korrektheit (Thm. 49) sagt aus, dass sich mit den Regeln der axiomatischen Semantik nur Eigenschaften
beweisen lassen, die auch in der operationalen gelten. Umgekehrt bedeutet Vollsténdigkeit eines Kalkiils,
dass sich alle richtigen Aussagen auch mit den Regeln des Kalkiils beweisen lassen. Fiir die axiomatische

Semantik bedeutet dies, dass wenn F { P} c¢{ @}, dann auch - { P} ¢{ @ }. Diese Vollstandigkeit
wollen wir in diesem Teil untersuchen.

Definition 48 (Schwichste freie Vorbedingung). Die schwdichste freie Vorbedingung (weakest
liberal precondition) wlp (¢, @) zu einer Anweisung ¢ und einer Nachbedingung @) ist definiert als

wip (¢, Q) = Ao. Vo', {c, o) || o/ = Q(0)

Sie beschreibt also gerade die Menge von Zusténden, die als Anfangszustand aller terminierenden
Ausfithrungen von ¢ nur zu Endzusténden in @ fiihren.

Beispiel 41. Die schwichste freie Vorbedingung fiir Q) = Ao. ff ist die Menge der Anfangszusténde
(als Priadikat betrachtet), fiir die ¢ nicht terminiert. Konkret:

wlp (while (true) do skip, ff)o = tt
wlp (y := 1; while (not (x == 1)) do (y :=y * x; x :=x - 1), fHlo=0(x) <0

Lemma 50. Fiir alle ¢ und @ ist wlp (¢, Q) die schwéchste mogliche Vorbedingung:
F{wlp(c, Q) }c{Q} und wenn, F{P}c{Q} dann P = wlp(c, Q)

Beweis. Zum Beweis von F { wlp (¢, Q) } ¢{ @ } seien o, ¢’ beliebig mit wlp (¢, Q) (o) und (¢, o) | o’
Nach Definition von wlp (¢, Q) gilt Q(o’), was zu zeigen ist.

Sei nun F { P} ¢{ Q@ }. Zu zeigen: Fiir alle o mit P(o) gilt wlp (¢, Q) (o).
Sei also ¢’ beliebig mit (¢, o) || ¢’. Wegen P(c) gilt dann nach £ { P}c¢{Q} auch Q(o’), was zu
zeigen ist. O

Lemma 51. Fiir alle ¢ und @ gilt - {wlp (¢, Q) } c{ @ }.
Beweis. Beweis durch Induktion iiber ¢ (@ beliebig).
e Fall skip: Zu zeigen: - { wlp (skip, @) } skip{ Q@ }.
Es gilt wlp (skip, Q) (0) = (Vo'. (skip, o) | ¢/ = Q(0’)) = Q(o). Damit folgt die Behauptung
aus der Regel Skipp.
e Fall x := a: Zu zeigen: - {wlp (z := a, Q) }z := a{Q}.
Es gilt wlp (z := a, Q) = Q[z— A[d]], da

wlp(z := a, Q) (o) = (Vo'.(z = a, o) | o/ = Q(d'))
= (Vo'. o' = oz~ Ala] o] = Q(0')) = Q(o[z+— Afa] o))

Damit folgt die Behauptung nach der Regel Assp.
e Fall ¢1; co:
Induktionsannahmen: Fiir alle @ gelten - {wlp (c1, Q) } c1 { @} und - {wlp (c2, Q) }c2{Q }.
Zu zeigen: F {wlp (c1; c2, Q) }er; e2{Q}.
Aus den Induktionsannahmen folgen F { wlp (¢1, wlp (c2, Q)) } c1 { wlp (c2, @) } und

F{wlp (c2, Q)}ca{Q }. Damit gilt auch - { wlp (c1, wlp (c2, Q)) }c1; c2{ @ } nach Regel SEQp.
Daraus folgt die Behauptung nach Regel Consp, falls wlp (¢1; c2, @) = wlp (c1, wlp (c2, Q)).
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Fiir diese Implikation ist fiir alle o zu zeigen, dass wenn wlp (¢1; c2, @)o gilt, dann gilt auch
wlp (e1, wlp (c2, Q)) 0.
Sei also — nach Definition von wlp (_, _) — ¢’ beliebig mit (c1, o) |} /. Zu zeigen: wlp (c2, Q) o’.
Sei also — wieder nach Definition — ¢” beliebig mit (c2, o’) || ¢”. Nun bleibt zu zeigen: Q(c").
Aus den Annahmen (¢1, o) || ¢/ und (co, o) |} o” folgt, dass (¢1; c2, o) |} 0”.Dawlp (¢1; 2, Q)o,
folgt die Behauptung Q(o’) nach Definition von wlp (-, _).

e Fall if (b) then ¢; else co:
Induktionsannahmen: Fiir alle @ gelten - { wlp (¢1, Q) }c1 { @} und - {wlp (c2, Q) } 2 { @ }.
Zu zeigen: F { wlp (if (b) then c¢; else ¢, Q) }if (b) then ¢ else 2 { Q@ }.

Sei P definiert als
P(o) = (B[b]o Awlp (c1, Q)o)V (=B [b] o Awlp (c2, Q) o)

Dann gilt mit ¢ = if (b) then c¢; else ca:
A B

~(Pelq)
F{(vin (e Q)}e{Q)

wlp(c, Q) = P r Q= Q

CoONSp

wobei mit den Induktionsannahmen gilt:

A Bp]ANP = wlp(c1, Q)  F{wlp(ca, Q) }a{Q} Q= Q
' F{BB]AP}a{Q}

CoONSsp

g DBIIAP = wip(e2, Q) F{wlp(e, Q}ea{Q} Q= Q
' F{-BIAPe{Q}

Die Implikation wlp (¢, Q) = P wird wie im Fall ¢1; ¢y gezeigt.

e Fall while (b) do ¢: Induktionsannahme: - {wlp (¢, Q) } c¢{ Q@ } fiir alle Q
Zu zeigen: F { wlp (while (b) do ¢, Q) }while (b) do c{Q}.

CONSp

Sei P = wlp (while (b) do ¢, Q). Wir wollen zeigen, dass P eine Schleifeninvariante ist. Mit der
Induktionsannahme, spezialisiert auf ) = P, gilt dann:

B} NP = wlp(c, P) F{wlp(e, P)}c{P}
F{B[BJAP}c{P}
F{P}while (b) do c{-B[b]AP}
F{P}while (b) do c{Q}

CONSp

WHILEp —-B[)JANP = Q

CoONSp

Wir miissen dazu aber noch die Implikationen der Consp-Anwendungen nachweisen:

— B[ NP = Q: Sei o beliebig mit =B [b] ¢ A P(c), also insbesondere B [b] o = ff. Dann
gilt (while (b) do ¢, o) | o nach Regel WHILEFFgs. Wegen P(o) folgt damit (o) nach
Definition.

~B[o)) AP = wlp (¢, P): Sei also o beliebig mit B [b] o A P(o). Zu zeigen: wlp (¢, P)o.

Sei also o’ beliebig mit (¢, o) |} o’. Zu zeigen: P(c’).

Da P = wlp (while (b) do ¢, @), sei also ¢” beliebig mit (while (b) do ¢, ¢') || o”. Zu
zeigen: Q(o”).

Wegen (¢, o) |} ¢/ und (while (b) do ¢, o') || 0” gilt auch (while (b) do ¢, o) | ¢” nach
Regel WHILET Tps. Mit wlp (while (b) do ¢, Q)o (= P(0)), folgt Q(d”). O

Theorem 52 (Vollstéindigkeit der axiomatischen Semantik).
Wenn E{P}c{Q}, dann+{P}c{Q}.
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Beweis. Nach Lem. 50 und 51 gilt:

P = wlp(c, Q) F{wlp(, @}c{Q} Q= Q
F{P}c{@Q}

Korollar 53. E{P}c{Q} gdw.F{P}c{Q}.

CoONSp OJ

7.6 Semantische Priddikate und syntaktische Bedingungen

Beispiel 41 suggeriert bereits, dass es keinen Algorithmus geben kann, der die Ableitbarkeit von
F{P}c{Q} entscheiden kann — sonst wire auch das Halteproblem lésbar: Seien P = Ao. tt und
Q@ = Xo. ff. Die Zusicherung - { P} c{ @} charakterisiert dann all die Programme ¢, die niemals
anhalten. Ebensowenig ist wlp (¢, @) berechenbar. Dies liegt an der Regel Consp, da Implikationen
zwischen beliebigen Priadikaten P und P’ nicht entscheidbar sind, man aber auf diese auch nicht
verzichten kann. Ein automatisches Verifikationssystem, das alle Programmeigenschaften beweisen
kann, ist also auch mit axiomatischer Semantik nicht moglich.

Damit ein solches System iiberhaupt arbeiten kann, braucht man eine symbolische Darstellung der
Pradikate. Dies ist aber nichts anderes als eine Unterscheidung zwischen Syntax und Semantik!
Die Menge der Zustandspridikate ist die Menge der semantischen Bedeutungsobjekte fiir Vor- und
Nachbedingungen — wir haben also bisher nur mit den semantischen Objekten gearbeitet. Jetzt fehlt
uns noch die Syntax und die Interpretationsfunktion Z [_], die aus den syntaktischen Ausdriicken
wieder das semantische Pradikat gewinnt. Genau genommen sind unsere notationellen Vereinfachungen
der Zusicherungen aus Kap. 7.2 bereits ein halbherziger Versuch, Syntax fiir Bedingungen einzufiihren.

Wechselt man von semantischen Pradikaten in den Vor- und Nachbedingungen auf syntaktische
Bedingungen innerhalb einer solchen Logik, iibertragen sich nicht alle Eigenschaften, die wir in diesem
Kapitel untersucht haben. Korrektheit (Thm. 49) ist in jedem Fall gewihrleistet, sofern die Operationen
o=, Ao. [(6) A_(0) und B [b], die in den Regeln vorkommen, auch in der Syntax semantisch korrekt
umgesetzt werden.

Vollsténdigkeit (Thm. 52) ldsst sich dagegen nicht automatisch iibertragen: Es ist nicht klar, dass fiir alle
syntaktischen Bedingungen @ die schwéchste Vorbedingung wlp (¢, [Q]) und alle Zwischenbedingungen
(z.B. die Schleifeninvarianten), die fiir die Ableitbarkeit von - { wlp (¢, [Q]) } ¢{[Q] } benétigt werden,
in der Logik syntaktisch ausdriickbar sind.

Beispiel 42. Sei ¢ =c¢y; co mit

c1 =while (1 <= x) do (x :=x - 1; z :=2z +y)

cog =while (1 <= 2z) do z := z—y

DanngiltF {z=0Ax>0Ay >0}c{z=0}. Dieschwichste Vorbedingung zu ¢y und Nachbedingung
{z =01} ist, dass z ein Vielfaches von y ist, d.h., In. z = y - n. Nimmt man Presburger-Arithmetik® als
Sprache der Zusicherungen, so lédsst sich dieser Zusammenhang zwischen y und z nicht ausdriicken und
damit auch nicht mit dem Kalkiil - { _} _{_} beweisen. Bemerkenswert ist dabei, dass das Programm
¢ selbst gar keine Multiplikation verwendet, sondern diese aus der einfacheren Addition synthetisiert.

Fiir die méchtigere Sprache ,, Logik erster Stufe mit Addition und Multiplikation“ (FOL + (N, +,))
gilt, dass sich alle schwéchsten freien Vorbedingungen ausdriicken lassen — diese Eigenschaft heifit
Ezpressivitdt. Damit iibertragt sich dann auch die Vollstéandigkeit (Thm. 52).

SPresburger-Arithmetik ist die Logik erster Stufe mit Addition auf den ganzen Zahlen, aber ohne Multiplikation.
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Theorem 54. Sei ) eine (syntaktische) Formel aus FOL + (N, +, -). Dann ist auch wlp (¢, @) in FOL
+ (N, +, ) ausdriickbar.

Beweisidee.

1. Die Menge V der in @ und ¢ vorkommenden Variablen ist endlich und wlp (¢, Q) ignoriert
die Belegungen aller anderen Variablen. Deswegen lésst sich der relevante Teil eines Zustands
als endliches Tupel von Zahlen schreiben. Dieses Tupel lésst sich wiederum in einer einzigen
natiirlichen Zahl, der Gédelnummer des Zustands, kodieren.

2. Programmausfiithrungen lassen sich als FOL-Formel kodieren. Fiir ein Programm ¢ mit Variablen
aus V gibt es eine FOL-Formel R.(c,0’), so dass R.(o,0’) gilt gdw. (¢, o) | o’

3. Dann ist P(o) = Jo’. Rc(0,0") A Q(0’) die gesuchte Formel fiir wlp (¢, Q). O

Trotz dieses Theorems ist - { _} _{_} ist nicht rekursiv aufzihlbar, d.h., es gibt keinen Algorithmus,
der alle wahren Aussagen iiber alle Programme ausgeben koénnte. Ansonsten wére das Halteproblem
entscheidbar, da dann auch {c¢| F {true } ¢{ false} } rekursiv aufzihlbar wire. Diese Menge besteht
aber genau aus den Programmen, die niemals terminieren, und von der ist bekannt, dass sie nicht rekursiv
aufzédhlbar ist. Dies mag zuerst {iberraschen, weil Thm. 54 eigentlich einen Konstruktionsalgorithmus
fiir die schwiichste Vorbedingung fiir alle Programme liefert. Allerdings darf man mit Regel Consp
jederzeit Vorbedingungen verschérfen und Implikationen in FOL sind nicht rekursiv aufzihlbar.

Deswegen nennt man das Hoare-Kalkiil relativ vollstindig: Es ist vollstandig (im Sinne rekursiver
Aufzéhlbarkeit aller Ableitungen) relativ zur Vollsténdigkeit (d.h., rekursiven Aufzdhlbarkeit) der
verwendeten Formelsprache.

7.7 Verifikationsbedingungen

Axiomatische Semantik eignet sich fiir den Nachweis konkreter Eigenschaften eines konkreten Pro-
gramms besser als operationale und denotationale Ansétze, weil die Regeln der axiomatischen Semantik
die Programmsyntax in eine Formelsprache iiberfithren, in der die Programmsyntax nicht mehr
vorkommt. Der Beweis der Vollsténdigkeit (Thm. 52) hat gezeigt, dass letztendlich nur die Schleifenin-
varianten gefunden und die Anwendungen der Regel Consp nachgerechnet werden miissen, der Rest
ergibt sich automatisch aus der Programmstruktur. Dies ldsst sich automatisieren und liefert einen
Verifikationsbedingungsgenerator vc.

Im Folgenden bauchten wir eigentlich eine Formelsyntax fiir Invarianten, Vor- und Nachbedingungen,
aber die konkrete Syntax spielt keine wesentliche Rolle. Es geniigt vorléufig, wenn alle booleschen
Ausdriicke aus Bexp enthalten sind. Auflerdem brauchen wir noch

1. die Interpretationsfunktion Z [_] auf Formeln — d.h., Z [P] o = tt gdw. die Variablenbelegung (=
Zustand) o Formel P erfiillt —, die boolesche Ausdriicke und Konnektoren entsprechend B [_]
interpretiert, sowie

2. eine Substitutionsfunktion _[z > a], die mit der Interpretationsfunktion kommutiert:

Z[Plx+a]]o =TZ[P] (clx— Ala] o)

Eine Formel P gilt, wenn sie fiir alle Belegungen o wahr ist, d.h., Z [P] o = tt fiir alle o.
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In den Beispielen verwenden wir Bexp als Sprache und B[] als Interpretation. Die Substitutionsfunk-
tionen a[z — a'] bzw. b[x+— a'] ersetzen alle Vorkommen von z im arithmetischen bzw. booleschen
Ausdruck a bzw. b durch d’. Fiir sie gilt auch folgendes Substitutionslemma:

Lemma 55 (Substitutionslemma fiir arithmetische und boolesche Ausdriicke).
Alalz—d]] o = Ald] (o[z— A[d] o]) und Bblz—dl] o =B[b] (clz—Ald] o
Beweis. Induktion iiber a bzw. b und ausrechnen. O

Definition 49 (Annotiertes Programm). In einem annotierten Programm ist jede Schleife mit
einer Schleifeninvariante I annotiert.

ACom cu=skip|x := al|cy; co|if (b) then c¢; else ¢y | while (b) {[} do ¢

Die Funktion strip :: ACom = Com entfernt alle Annotationen eines Programms:

strlp(sklp) = skip

strip(z := a) =z :=a

strip(cy ; 02) = strip(c1); strip(ca)

strip(if (b) then ¢ else cp) = if (b) then strip(c;) else strip(cq)
strip(while (b) {I[} do ¢) = while (b) do strip(c)

Die berechnete Vorbedingung pre(c, @) fiir das annotierte Programm ¢ und die Nachbedingung @) ist
im Wesentlichen die schwéchste freie Vorbedingung — bis auf die annotierten Invarianten:

pre(skip, ) =Q
pre(z := a,Q) = Qx> d]
Pre(cl; 027 ) = pre (Clapre(CQaQ))
pre(if (b) then ¢ else c2,Q) = (b -—> pre(c1,Q)) && (not b --> pre(cq, Q))
pre(while (b) {I} do ¢, Q) =1
wobei by ——> by syntaktischer Zucker fiir not by || by ist.

Der Verifikationsbedingungsgenerator generiert als syntaktische Formeln die Implikationen, die bei
einer Ableitung von F { pre(c, Q) } strip(c) { @ } in den Schritten mit der Regel Consp auftreten.

ve(skip, ) = true

ve(z = a,Q) = true

ve(er; 02, Q) = ve(er, pre(cz, Q) && ve(ez, Q)

ve(if (b) then c¢; else c¢g,) = ve(cr, Q) && ve(cr, Q)

ve(while (b) {[} do ¢,) = (b && I --> pre(c,I)) && (not b && I --> Q) && vc(c, 1)
Schleifeninvariante Schleifenende

Beispiel 43. Sei

w=vwhile (not (i == n)) {2 * x==1i * (i + 1)} do (x :=x+1i; i :=1i+ 1)
=b =] =C
Q=2*x==nx% (n+ 1)
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Dann gilt:

pre(c, I)

pre(w, Q)

ve(e,I) = true && true

ve(w,Q) = (not (i == n) && I --> pre(c,I)) && (not not (i == n) && I --> Q) && vc(c, )

S Ilirsi+ Lxesx 4 i]=2% (x4 i) == (1 + 1) % (i + 1) + 1)
=171

Theorem 56 (Korrektheit des Verifikationsbedingungsgenerators).
Wenn ve(e, Q) gilt, dann - { Z [pre(c, Q)] } strip(c) { Z [Q] }-

Beweis. Induktion iiber ¢ (Q beliebig):
e Fall skip: Wegen pre(skip, @) = @ und strip(skip) = skip gilt nach Regel Skipp:

= {Z [pre(skip, Q)] } strip(skip) { Z[Q] }

e Fall x := a: Wegen pre(z := a,Q) = Q[z—a] und Z [Q[z— a]] = Z[Q] [x+— A[a]] und
strip(z := a) =x := afolgt die Behauptung - { Z [pre(z := a,Q)] }strip(z := a){Z[Q] } nach
Regel Assp.

e Fall ¢1; co: Induktionsannahmen (fiir beliebige Q):

Wenn ve(eq, Q) gilt, dann F { Z [pre(ci, Q)] } strip(c1) { Z [@] }
Wenn ve(cg, Q) gilt, dann F { Z [pre(ce, Q)] } strip(c2) { Z [@] }

Sei @ beliebig, so dass vc(er; ca, Q) gelte. Zu zeigen: F { Z [pre(ci; c2, Q)] }strip(e1; ¢2){Z[Q] }-
Wegen ve(er; c2,Q) = ve(er, pre(ez, Q)) && ve(ce, Q) gelten auch ve(eq, pre(cz, Q)) und ve(ez, Q)
und damit nach Induktionsannahme

F{Z [pre(c1, pre(ce, @))] } strip(e1) { Z [pre(c2, @)] }  und  F {Z [pre(cz, Q)] } strip(c2) {Z [Q] }

Daraus folgt nach Regel SEQp die Behauptung, da pre(ci; c2,@) = pre(cr, pre(cs, Q)).

e Fall if (b) then ¢; else cp: Induktionsannahmen (fiir beliebige Q):
Wenn ve(er, Q) gilt, dann F { Z [pre(ci, Q)] } strip(c1) { Z [@] }
Wenn ve(eg, Q) gilt, dann F { Z [pre(ce, Q)] } strip(c2) { Z [@] }-

Sei @ beliebig, so dass ve(if (b) then c¢; else ¢, Q) gelte.
Zu zeigen: F {Z [pre(if (b) then c¢; else ¢z, Q)] }strip(if (b) then c¢; else 2){Z[Q]}.
Nach Regel Trp und Definition von strip geniigt es, folgende zwei Ableitungen zu zeigen:

{Mo. B[b] o AT [pre(if (b) then c¢; else c2,Q)] o }strip(c1){Z[Q] }
{Ao. =B[b] o N [pre(if (b) then c¢; else c2,Q)] o }strip(c2){Z[Q] }

Wegen ve(if (b) then ¢ else c¢2,Q) = ve(cr, Q) && ve(eg, Q) gelten auch ve(cr, Q) und ve(ez, @),
womit die Induktionsannahmen (fiir Q) anwendbar sind. Auflierdem gilt fiir die Vorbedingungen:

B[b]o AZ[pre(if (b) then ¢ else c2,Q)]o
=B[b]c AZ[(b -=> pre(c1,Q)) && (not b -=> pre(ce, Q)] o
=B[b]o AN (B[b]c = Z[pre(c1,Q)] o) A (=B[b]c = Z [pre(ce, Q)] o)
= B[b] o AT [pre(c1,Q)]c = T [pre(c1,Q)] o

und entsprechend

- B[b]o AT [pre(if (b) then ¢; else c2,Q)] =~ B[b]o AZ [pre(ce, Q)] = I [pre(ce, Q)] o

Damit folgen die zu zeigenden Zusicherungen aus den Induktionsannahmen jeweils mit der Regel
CONSp.

74



7 Axiomatische Semantik Semantik von Programmiersprachen

e Fall while (b) {I[} do c: Induktionsannahme (fiir beliebiges Q):
Wenn ve(e, @), dann = {Z [pre(c, Q)] } strip(c) { Z [Q] }-
Sei @ beliebig, so dass ve(while (b) {I} do ¢, Q) gelte.
Zu zeigen: - { Z [pre(while (b) {I} do ¢, Q)] }strip(while (b) {I} do ¢){Z[Q]}.

Da ve(while (b) {I} do ¢, @) gilt, gelten auch ve(e, I) sowie B[b]oc AZ[I]o = I [pre(c,I)] o
und ~B[b]jo AL [I|oc = I[Q] o fiir alle o.

Dies liasst wie folgt zusammenfiigen:

7 [pre(while (b) {I} do ¢,Q)] =ZI[I]

while (b) do WHILEp
Ao. B[b]Jo AL [I]o
— CONSp
7 [pre(c, I)]
strip(c) Induktionsannahme
Zl]
Ao. 2 B[b]Jo ANZ[I]o
_— CoONsp

Z[el

Korollar 57. Wenn ve(c, Q) und P --> pre(e, @) gelten, dann gilt - { P } strip(c¢) { Q }.

Beispiel 44 (Fortsetzung von Bsp. 43). Sei P =x == 0 & i == 0. Dann gelten P --> [ und
ve(w, Q):
B[P -—> IJlo=(x=0Ai=0 = 2-x=i-(i+1)) =tt
Blve(w,Q)]o=(1#nA2-x=i-(i+1) = 2-(x+i+1)=(GE+1)-(1+1+1)A
(
t

i=nA2-x=i-(i+1) = 2-x=n-(n+1)AttAtE

Somit gilt auch - { P} w{Q }.

Korrektheit eines Verifikationsbedingungsgenerators (Thm. 56) sagt noch nichts dariiber aus, ob dieser
auch verwendbar ist. Die Verifikationsbedingung false wére auch fiir alle Programme korrekt, ebenso
wie die berechnete Vorbedingung false, aber diese beiden wiren fiir die Verifikation von Programmen
unbrauchbar. Wichtig ist deswegen die Umkehrung: Vollstéindigkeit.

Lemma 58 (Monotonie von pre(c, ) und vc(e, )).
Wenn 7 [P] = Z[Q], dann auch Z [pre(c, P)] = Z [pre(c, Q)] und Z [ve(e, P)] = Z [ve(e, Q)]

Beweis. Induktion tiber ¢ (P und @ beliebig) und Ausrechnen. Wesentlich ist, dass P in pre(c, P) und
ve(e, P) nur rechts der Implikationen auftritt. O

Theorem 59. Wenn - {Z[P] } c{Z[Q] }, so dass alle Pradikate im Ableitungsbaum als Formeln
darstellbar sind, dann gibt es ein annotiertes Programm ¢ mit ¢ = strip(c’), sodass ve(d/, Q) und
P -—> pre(d, Q) gelten.

Beweis. Induktion iiber H {Z [P] } ¢{Z [Q] }:
e Fille Skipp, Assp: Trivial bei Wahl ¢/ = c.

e Fall SEQp: Induktionsannahmen: - {Z[P]} 1 {Z[Q] } und F {Z[Q] } c2{Z[R] } und es gibt ¢}
und ¢, mit ¢; = strip(c}) und ¢ = strip(c,), sodass ve(c), Q), P -=> pre(c), @), ve(dsy, R) und
Q --> pre(c, R) gelten.
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Wihle ¢ = ¢}; . Da Q --> pre(ch, R) gilt, folgt aus den Induktionsannahmen mit der Monotonie
(Lem. 58), dass auch ve(c/, R) = ve(c), pre(ch, R)) und P --> pre(¢/, R) = P --> pre(c}, pre(ch, R))
gelten.

e Fall Irp: Induktionsannahmen: - {Z[b && P]} 1 {Z[Q] } und - {Z [not b && P]}c2{Z[Q]}
und es gibt ¢} und ¢}, mit ¢; = strip(c}) und ¢y = strip(c}), sodass ve(c}, Q), b & P --> pre(c}, Q),
ve(ch, Q) und not b && P --> pre(dh, Q) gelten.

Wihle ¢ = if (b) then ¢| else ¢. Dann gelten offensichtlich
ve(d, Q) = ve(c), Q) && ve(chy, Q)
und
P -—> pre(d,Q) = P --> ((b --> pre(c},Q)) && (not b —-> pre(ch, Q)))

e Fall WaILEp: Induktionsannahmen: - {Z [b && I} c{Z[I] } und es gibt ein ¢* mit ¢ = strip(c*),
sodass ve(c*, I) und b && [ --> pre(c*, I) gelten.

Wihle ¢ =while (b) {I} do ¢*. Dann gelten offensichtlich

ve(d,not b && I) = (b && I --> pre(c*, 1)) && (not b && I --> not b && I) && ve(c*, 1)
und
I --> pre(cd,not b && I)=1 --> I

e Fall Consp: Induktionsannahme: - {Z [P'] } ¢{Z [Q'] } und es gibt ein ¢’ mit ¢ = strip(¢’), sodass
ve(d, Q') und P --> pre(d, Q') gelten. AuBerdem Z [P] = Z[P'] und Z[Q'] = Z[Q]-

Wegen der Monotonie (Lem. 58) gelten auch ve(d, @) und P’ -=> pre(¢/, Q). Da P --> P’, gilt
auch P --> pre(c, Q). O

In Thm. 59 ist ganz wesentlich, dass alle Priadikate des Ableitungsbaums in der Formelsprache
ausdriickbar sind. Ansonsten gibt es Fille (Bsp. 42), bei denen zwar Vor- und Nachbedingung als
Formel ausgedriickt werden koénnen, aber nicht die benétigten Zwischenbedingungen. Wiren von
Anfang an nur Formeln als Vor- und Nachbedingung zugelassen, géibe es dieses Problem nicht. Bei
praktischen Anwendungen von Verifikationsbedingungsgeneratoren definiert man iiblicherweise das
Hoare-Kalkiil so, dass Vor- und Nachbedingungen syntaktische Formeln sind.

Korollar 60. Sei die Formelsprache expressiv. Wenn - { Z [P] } ¢{Z [Q] }, dann gibt es ein ¢’ mit
¢ = strip(c’), sodass ve(¢/, Q) und P --> pre(d, Q) gelten.

Beweis. Aus = {Z[P]}c{Z[Q]} gilt nach Thm. 49 (Korrektheit), dass F {Z[P] } ¢{Z [Q] }. Nach
dem Beweis der Vollsténdigkeit (Thm. 52) gibt es eine Ableitung - {Z [P] } ¢{Z[Q] }, in der nur
schwichste freie Vorbedingungen vorkommen, fiir die es nach Annahme Formeln gibt. Damit ist Thm. 59
anwendbar.

Der Umweg {iber Korrektheit und Vollstéindigkeit ist notwendig, weil der Ableitungsbaum von F
{Z[P]}c{Z[Q]} Préadikate enthalten kann, die nicht als Formel darstellbar sind. Expressivitit
fordert schliefflich nur, dass die schwéchsten freien Vorbedingungen ausdriickbar sind. O
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