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1. Welche der folgenden Aussagen sind richtig, welche falsch? (H)

(a) by && bo verhilt sich semantisch wie if (b;) then true else bo.

(b) (if (b) then c¢; else ¢z, o) und (if (not b) then ¢z else c¢j, o) haben die gleichen

Ableitungsfolgen.
(c) Wenn (c¢1; ca, 0) 5 (cy; ca, 0'), dann auch (¢1, o) 5 (e, o).
(d) Wenn (¢, ¢) 21 (¢, o), dann n = 0.

e) (x := 1; while (x <= 2) do x := x * 2, 0) =3 (skip, o[x—4]).

)
)
(e)
(f) Wenn (¢, o) =3 (skip, o’), dann enthiilt ¢ syntaktisch keine Schleife der Form
while (true) do .
(g) Wenn (v;); und (6;); Ableitungsfolgen fiir (¢, o) sind, dann (v;); = (J;);.

(h) Wenn (¢, ¢) =1 (¢/, ¢'), dann enthélt ¢’ hochstens dreimal so viele AST-Knoten wie c.
Loésung:
(la) Falsch. Das wiirde funktionieren, wenn man ein ,funktionales® if hétte, allerdings ist

if (by) then true else by gar kein While-Programm.

(1b) Falsch. Nach dem ersten Reduktionsschritt sind die Ableitungsfolgen alle gleich. Das erste
Element enthélt jedoch auch die Anweisung, die bei beiden unterschiedlich ist.

(1c) Falsch. Gegenbeispiel: ¢; = skip, ¢o = while (true) do (skip; skip), ¢j = skip; skip
und o = o’.

c1; ¢, 0) —1 (€, o) =1 (if (true) then c/; cy else skip, o) — c/; Co, O
1 p 1

aber {(c1, o) /1
(1d) Falsch. Gegenbeispiel: ¢ = while (true) do skip, o beliebig.

(¢, o) =1 (if (true) then skip; while (true) do skip else skip, o)
—1 (skip; while (true) do skip, o) —1 (¢, o)

Somit: (¢, o) 3 (c, o).
(le) Richtig. Sei c=x := x * 2, w =while (x <= 2) do ¢,
w' =if (x <= 2) then c¢; w else skip und o, = o[x+—n].

x 1= 0; w, o) = <sk1p, w, o1
1 (skip; w, o2)

—1 (W, 02> —1 <’LU,, 02> —1 <C; 092 1 <Skip; w, U4>
/

(

—1 (w, 01> —1 <U/, 01> —1 < C; 01
(
<’LU, U4> —1 (w, (74> —1 <Sk1p, o4

)
o1) =
o2) =
)



(1f) Falsch. Gegenbeispiel:

(if (false) then while (true) do skip else skip, o) — (skip, o)

(1g) Falsch, dies gilt nur fiir maximale Ableitungsfolgen. Bei normalen Ableitungsfolgen kann die
eine ein Prifix der anderen sein.

(1h) Falsch. Fiir jedes Programm gibt es zwar eine maximal erreichbare Grofle, das Verhiltnis ist
aber nicht beschrinkt. Gegenbeispiel fiir 3:

while (true) do while (true) do while (true) do (skip)

2. Small-Step simuliert Big-Step (H)

Beweisen Sie durch Induktion iiber die Regeln der Big-Step-Semantik, dass jede Ausfithrung in
der Big-Step-Semantik eine dquivalente Ausfithrung in der Small-Step-Semantik besitzt, d.h.:
Aus (¢, o) || o’ folgt (¢, o) =, (skip, o).
Loésung:
Beweis. Beweis per Induktion iiber (¢, o) |} o’:
e Fall Skipgs: Wir haben ¢ = skip und ¢’ = o.
Zu zeigen: (skip, o) - (skip, o). Trivial (x = 0).
e Fall Assgs: Wir haben ¢ =2 := a und o’ = o[x+— A[a] o].
Zu zeigen: (x := a, o) - (skip, o[x— A[a]o]). Dies folgt aus Regel Assgg mit * = 1.
e Fall SEQgg: Induktionsannahmen: (i) (c1, o) =1 (skip, o’) und (ii) (c2, o) =1 (skip, o).
Zu zeigen: (c1; ¢z, o) - (skip, o).
Aus (i) folgt nach dem Liftinglemma 6 fiir Sequenz, dass auch (c1; c2, o) X (skip; co, o)
gilt. Weiterhin gilt (skip; c2, o’) —1 (c2, 0’) nach Regel SEQ2ss. Zusammen mit (ii) folgt
die Behauptung aus der Transitivitit von —q.
e Fall IFTTgs: Induktionsannahmen: (i) B [b] o = tt und (i) (c1, o) =1 (skip, o').
Zu zeigen: (if (b) then ¢ else ¢y, o) — (skip, o).
Wegen (i) gilt (if (b) then c¢; else c2, o) —1 (c1, o) nach Regel IFTTgss. Mit (ii) folgt
die Behauptung.
e Fall IFFFgs: Analog.
e Fall WHILEFFgg: Induktionsannahme: B [b] o = fF.
Zu zeigen: (while (b) do ¢, o) -1 (skip, o).
Es gilt: (while (b) do ¢, o) —1 (if (b) then c¢; while (b) do c¢ else skip, o) nach
Regel WHILEgs und - -+ —1 (skip, o) nach Regel IFFFgg mit der Induktionsannahme. Damit
folgt die Behauptung.

e Fall WHILET Tg: Induktionsannahmen: (i) B[b] o = tt, (i) (¢, o) =, (skip, ¢’) und
(iii) (while (b) do ¢, o) =1 (skip, 0”). Zu zeigen: (while (b) do ¢, o) = (skip, o).
Beweis mit dem Liftinglemma fiir Sequenz (Lem. 6):
(while (b) do ¢, o) —1 (if (b) then c¢; while (b) do c else skip, o)
—1 {(c; while (b) do ¢, o) 1 (skip; while (b) do ¢, ¢') —; (while (b) do ¢, o)
51 (skip, o”) O
3. Semantische Aquivalenz bei Small-Step (U)

Zwei Programme ¢ und ¢ sind dquivalent beziiglich der Small-Step-Semantik, falls fiir alle
Zustinde o, o’ gilt:

(i) (¢, o) =31 (skip, ¢’) genau dann, wenn auch (¢, o) = (skip, o’) und
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(ii) (c, o) =1 genau dann, wenn auch (¢, o) 1.

Vergleichen Sie diesen Aquivalenzbegriff mit dem semantischen Aquivalenzbegriff fiir die Big-
Step-Semantik. Sie kénnen dazu davon ausgehen, dass fiir alle ¢, o und o’ gilt:

(e, o) Lo/ gdw. (¢, o) 51 (skip, o).

Beweisen Sie, dass die folgenden Programme im Small-Step-Sinn dquivalent sind:

(a) while (b) do cund if (b) then c¢; while (b) do ¢ else skip
(b) ¢; while (true) do ¢ und while (true) do ¢’

(¢) Wenn ¢ und ¢’ dquivalent sind, dann auch while (b) do ¢ und while (b) do ¢.

Uberlegen Sie sich einen sinnvollen Aquivalenzbegriff, fiir den (c) nicht gilt.

Loésung: Fiir unsere spezielle Small-Step-Semantik folgt (ii) bereits aus (i): Angenommen, dass
(c, o) 1. Wegen der Eindeutigkeit maximaler Ableitungen (Kor. 5) gibt es dann kein ¢’ mit
(¢, o) 51 (skip, ¢'). Damit gilt wegen (i) auch (¢/, o) =1 (skip, o) fiir kein o’

Wegen der Existenz und Eindeutigkeit maximaler Ableitung (Kor. 5) gibt es aber entweder ¢’ und
ein blockierendes ¢ mit (¢/, o) 31 (¢, o') oder (¢, o) Z31. Im ersten Fall ist aber ¢/ = skip,
weil skip das einzige blockierende Programm ist (Fortschrittslemma 3), also gilt der zweite Fall,
(Cl, (7> O—O>1.

Die Aquivalenz von ¢ und ¢ beziiglich der Big-Step-Semantik ist definiert als: (¢, o) | o’ genau
dann, wenn auch (¢, o) |} ¢’ fiir alle o, o’.

Da aber (¢, o) | ¢’ und (¢, ¢) =1 (skip, o’) #quivalent sind (Kor. 10), sind somit diese beiden
Aquivalenzbegriffe die gleichen.

(a) Da Big-Step- und Small-Step-Aquivalenz gleich sind, folgt dies direkt aus dem Schleifenab-
wicklungslemma (Lem. 1). Der direkte Beweis ist aber auch einfach: Falls B [b] ¢ = tt, dann
(while (b) do ¢, o) —1 (if (b) then c¢; while (b) do ¢ else skip, o) und damit
die Behauptung. Falls B [b] o = ff, werten beide in einem Schritt zu skip aus.

(b) Beide Programme terminieren nie, damit sind sie dquivalent. Nichtterminationsbeweise:

i. Ein Programm der Form while (true) do c terminiert nie, also fiir ein beliebiges n
und alle o, o’ gilt (while (true) do ¢, o) — (skip, ¢') nicht.
Vollstindige Induktion iiber n: Angenommen, fiir alle m < n und o, ¢’ gilt nicht, dass
(wvhile (true) do ¢, o) 2% (skip, o’).
Zu zeigen: (while (true) do ¢, o) —»1 (skip, o') gilt nicht.
Einzige Ableitungen fiir while (true) do c:

(while (true) do ¢, o)
—1 (if (true) then c¢; while (true) do c¢ else skip, o)
—1 (c; while (true) do ¢, o)

Somit n > 2. Angenommen, (c; while (true) do ¢, o) =2 (skip, o). Nach dem
Zerlegungslemma fiir Sequenz (Lem. 7) gibt es 4, j und o* mit (¢, o) 5 (skip, o*),
(while (true) do ¢, o*) i‘>1 (skip, o'y und i + j + 1 =n — 2. Damit gilt j < n, im
Widerspruch zur Induktionsannahme.

ii. Die Hintereinanderausfithrung von Programmen, von denen eines nicht terminiert,
terminiert auch nicht. Dies folgt aus dem Zerlegungslemma fiir Sequenz (Lem. 7) mit
Widerspruchsbeweis.
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(c¢) Es geniigt aus Symmetriegriinden, (i) nur in eine Richtung zu zeigen.
Wir zeigen durch vollstdndige Induktion nach n dass fiir beliebiges ¢ aus der Ableitung
(while (b) do ¢, o) =51 (skip, ¢’) die Ableitung (while (b) do ¢, o) = (skip, o)
folgt.
Damit erhalten wir als Induktionsannahme dass fiir alle m < n und ¢ aus der Ableitung
(while (b) do ¢, o) 3 (skip, o) folgt, dass (while (b) do ¢, o) = (skip, o) gilt.
Falls B [b] o = ff, folgt die Behauptung trivial mit den Regeln WHILEss und IFFFgg in zwei
Schritten. Sei also B [b] o = tt. Durch Regelinversion erhélt man:

(while (b) do ¢, o) —1 (if (b) then c¢; while (b) do ¢ else skip, o)

—1 (¢; while (b) do ¢, o) = (skip, o)

Nach dem Zerlegungslemma fiir Sequenz (Lem. 7) gibt es damit i, j und ¢* mit (¢, o) 1
(skip, o*), (while (b) do ¢, o*) %1 (skip, o/) und i +j+1 =n—2.Da j < n
folgt nach der Induktionsannahme, dass (while (b) do ¢, o*) —»; (skip, o’). Wegen
(e, o) 5 (skip, ¢*) gilt auch (¢, 0) = (skip, ¢*) und deswegen mit der semantischen
Aquivalenz von ¢ und ¢ auch (¢, ) = (skip, o*). Somit ergibt sich folgende maximale
Ableitungfolge (unter Verwendung des Liftinglemma 6):

(while (b) do ¢, o) —1 (if (b) then ¢; while (b) do ¢ else skip, o)
—1(c’; while (b) do ¢, o) = (skip; while (b) do ¢, o*) — (while (b) do ¢, o*)

51 (skip, o)
und damit die Behauptung.

In der Vorlesung wurde die Aquivalenz von Programmen beziiglich einer Menge V von Variablen
eingefiihrt (Definition 8). Wenn V' C Var jene Variablen enthilt, die nicht mit tmp beginnen,
so sind die beiden Programme c=a := a - 1; tmpl := Ound ¢ =a := a - 1; tmpl := a
beziiglich V' dquivalent, nicht aber while (0 <= tmpl) do ¢ und while (0 <= tmpl) do .
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