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1. Welche der folgenden Aussagen sind richtig, welche falsch? (H)

(a) {x == 0}x := x + 1{0 <= x} ist eine Zusicherung.

(b) In{x=mn}y := x * n{y=n?} ist n eine logische Variable.

(¢) Wenn - { P}skip{Q}, dann P = Q.

(d) Es gibt ein ¢ mit - {tt }c{ff}.

(e) Statt der Regel Assp wire auch die Regel F { P}z := a{ P[lx+— Aa]]} sinnvoll.

Losung:

(la) Falsch. Eine Zusicherung besteht aus Vorbedingung, Anweisung und Nachbedingung, wo-
bei die Bedingungen Zustandsprdidikate sind, also Funktionen des Typs ¥ = B. Unsere
Notationsregeln erlauben, A\-Abstraktionen und Zustandsanwendungen auf Variablen weg-
zulassen. x == 0 und 0 <= x sind aber boolesche Ausdriicke Bexp. Eine Zusicherung wére
zB. {x=0}x :=x + 1{0<x}

(1b) Falsch. Logische Variablen diirfen im Programm nicht vorkommen.

(1c) Falsch. Bei der Regelinversion auf - {_} skip{_} gibt es zwei Fille: Skipp und Consp!
Damit gilt dann z.B.:

ff = tt SKIP tt = tt
F{tt}skip{tt}

F{ff}skip{tt}

CONSp

(1d) Richtig. Zum Beispiel ¢ = while (true) do skip:

SKIPp

F{tt}skip{tt}
F{tt}c{ff}

WHILEp

(le) Falsch. Denn damit liefen sich offensichtlich unsinnige Zusicherungen ableiten, zum Beispiel
F{x=3}x := 5{ff}, denn

(Ao. o(x) = 3)[x— A[5]] = (Ao. (o[x—5])(x) =3) = Ao. 5 =3 = Ao. ff

2. Quadratwurzelberechnung (H)
Zeigen Sie, dass folgende Zusicherung in der axiomatischen Semantik ableitbar ist.
{a=0}
n:=0;m:=1; k :=0;
while (k <=a -1) do (n :=n +1; k :=k +m; m :=m + 2)

{n—-1<a<n}



Hinweis: Die Invariante der Schleife ist etwas trickreich. Berechnen Sie ein paar einfache Beispiele
und versuchen Sie herauszufinden, in welcher Beziehung m, n und k zueinander stehen.

Loésung: Die Implementierung nutzt aus, dass die Differenzen von je zwei aufeinanderfolgenden
Quadratzahlen die Folge der ungerade Zahlen bilden:

12-02=1
22 -1*=3
32-22=5
42-32=7

Dies folgt iibrigens aus der binomischen Formel (n + 1)2 — n? = 2n + 1. Entsprechend ist n? die
Summe der ersten n ungeraden Zahlen.

In der Schleife durchléduft m diese Folge der ungeraden Zahlen. k summiert diese auf, ist also
immer die entsprechende Quadratzahl. Damit ergibt sich die Invariante

k=n’Am=2-n+1An—-1<a

mit der folgende Ableitung gelingt:

{a>0}

— CONSp
{0=02A"1=2-0+1A0—-1< a2}

n:=0 Assp
{0=n*Al=2-n+1ADn-1<a}

m:=1 Assp
{0=n’Am=2n+1An-1<a}

k :=0 Assp
{k=n’Am=2-n+1An-1<a}

while (k <=a - 1) do (n :=n +1; k :=k +m; m :=m + 2) A (s.u.) mit WHILEp
{k:n2/\m:2-n—|—1/\n—1<\/§/\k>a—1}

— CoNSsp

{n-1<ya<n}

A:

{k=n’Am=2-n+1An—-1<yaAk<a-1}

N CoNsp
{k+m=(@0+1)?An+2=2-(n+1)+1A(m+1)-1< a}

n:=n+1 Assp
{k+m=n*Am+2=2-n+1An—-1<a}

k :=k +m Assp
{k=n’Am+2=2-n+1An-1< Aa}

m:=m + 2 Assp

{k=n’Am=2-n+1An-1< Aa}
3. Schnelle Division (U)

Arithmetische Ausdriicke in Aexp enthalten keinen Divisionsoperator. In dieser Aufgabe sollen
Sie einen While-Programm schreiben, das zwei ganze Zahlen mit logarithmischer Laufzeit (in der
Grofle der Zahlen) dividiert, und dieses korrekt beweisen.

(a) Ergénzen Sie folgendes Programmskelett, so dass das vollstindige Programm c¢ folgende
Spezifikation in Form einer Zusicherung erfiillt, die angegebenen Invarianten verwendet und
die Eingabevariablen x und y unveréndert lésst:

{x>0Ay>0}tc{x=q y+rA0<r<y}
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.. ; // Invariante Iy sicherstellen
while (z <= x) do ( ... // Invariante Iy erhalten und z verdoppeln) ;
.. ; // Invariante I; sicherstellen
while (not (n == 0)) do ( ... // Invariante I erhalten und n verkleinern)

wobel

Fiir diese Aufgabe kdnnen Sie neben den bisherigen arithmetischen Ausdriicken auch den
neuen Verschiebe-Ausdruck a >> 1 mit der Semantik

Afa >> 1o = {A[[;HUJ

verwenden, wobei |z | die rationale Zahl x auf die néchstkleinere ganze Zahl abrundet.

(b) Weisen Sie nach, dass obige Zusicherung fiir Ihr Programm ¢ ableitbar ist. Verwenden Sie
dabei die angegebenen Invarianten fiir die Schleifen.

(¢) Terminiert Ihr Programm immer?

(d) Eliminieren Sie jetzt den Operator a >> 1 in Ihrem Programm, verwenden Sie bei Bedarf
Schleifen. Wie miisste man den Korrektheitsbeweis anpassen? In welcher Komplexitatsklasse
liegt Thr Programm jetzt?

Losung:

(3a) Man kann schrittweise aus den Invarianten die Aktionen der Schleife konstruieren. Das
vollstdndige Programm ist dann:

n:=0; z :=y

while (z <= x) do (z := 2 * z; n :=n + 1);
q :=0; r :=x;

while (not (n == 0)) do (

n:=n - 1;

q :=q* 2;

zZ =z >> 1;

if (z <= 1) then q :=q+ 1; r := r - z else skip
)

(3b)

{x>0Ay>0}
n:=0 Assp
{x>0ANy>0An=0}
z =y Assp
{x>0Ay>0An=0Az=y-2"}
— CONSsp
{x>0Ay>0An>0Az=y-2"}
while (z <= x) do (z := 2 * z; n :=n + 1) A (s.u.) mit Regel WHILEp
{x>0ANy>0An>0Nz=y -2"ANz>x}
q:=0 Assp
{x>0Ay>0An>0ANz=y-22ANz>xAq=0}
r =X Assp
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{x>0Ay>0An>0Az=y-22ANz>xAq=0Ar=x}

— CoONSsp
{x=q24+4rA0<r<zAz=y-22An>0}
while (not (n == 0)) do ¢ B (s.u.) mit Regel WHILEp
{x=q24+rA0<r<zAz=y-2An=0}
e CoNSsp

{x=q y+rA0<r<y}

A:

{x>0ANy>0An>0Nz=y - 2" Nz<x}

— CoNsp
{x>0ANy>0An>0Nz=y -2"}

Z =2 % z Assp
{XZO/\Y>O/\HZO/\ZZY'2H+1}

n:=n+1 Assp
{x>0ANy>0An>1Az=y -2"}

- CoONSp

{x>0Ay>0An>0Az=y-2"}

B:

{x=qz4rAN0<r<zAz=y-22An>0An#0}

n:=n-1 Assp
{x:q-z+r/\0§r<zAz:y'2n+1/\n20}

q :=q * 2 Assp
{x:%-z—i—r/\0§r<z/\z:y'2n+1/\n20}

z =z > 1 Assp
{x=q-z4rN0<r<2-zAz=y-22An>0}

if (z <=r) then q :=q+ 1; r :=r - z else skip C und D (s.u.) mit Irp

{x=qz4+4rA0<r<zAz=y-22An>0}

C:

{x=qz4rA0<r<2-zAz=y-22An>0Az<r}

q:=q+1 Assp
{x=qz4+(r—-2)A0<r<2-2zANz=y-22An>0Az<r}

r =1 - 2 Assp
{x=q-z+rA-z<r<zAz=y-22An>0A0<r}

_— CONSsp

{x=q z4rAN0<r<zAz=y-22An>0}

D:

{x=q-z4rN0<r<2-zAz=y-22An>0Az>r}

skip SKIPp
{x=qz4rA0<r<zAz=y-22An>0}

(3c) Ja, aber mit partieller Korrektheit ldsst sich dies nicht beweisen. Dafiir brduchte man ein
Kalkiil fiir totale Korrektheit. Dies wiirde fiir jede Schleife eine Abstiegsfunktion fordern,
die wihrend jeder Schleifeniteration strikt kleiner wird. Bei den beiden Schleifen ndhme
man z.B. x —n bzw. n.

(3d) z >> 1 lésst sich nur mit einer Schleife eliminieren. Statt dies naiv mit Subtraktion zu 15sen,
kann man hier aber ausnutzen, dass n den Logarithmus zur Basis 2 von ? enthalt:
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n:=0; z:=y

while (z <= x) do (z =2 * z; n :=n + 1);
q :=0; r = x;

while (not (n == 0)) do (

n:=n - 1;
q:=q* 2;
u :=y; 1 := 0; while (not (i ==n)) do (i :=1 + 1; u :=2 *xu); z :=u

if (z <=r) then q :=q + 1; r :=r - z else skip

)

Den Korrektheitsbeweis muss man nur an der geéinderten Stelle &ndern. Statt der Regel
Assp fiir z := z >> 1 muss nun folgendes Stiick stehen, wobei

P:x:%-z—l—r/\0§r<z/\z:y-2n+1/\n20

{r}

u =y Assp
{PAu=y}

i:=0 Assp
{PAu=yAi=0}

- CONSp
{P/\u:y-Qi/\iZO}

while (not (i == n)) do (i :=i + 1; u := 2 * u) E (s.u) mit WHILEp
{P/\u:y-Qi/\iZO/\i:n}

— CoNsp

{x=q-u+rA0<r<2-uAu=y-2°An>0}
z :=u Assp
{x=qz4rA0<r<2-zAz=y-22An>0}

E:

{PAu=y-22ANi>0Ai#n}

i=13+1 Assp
{PAu=y-2""'Ai>1Ai—-1+#n}

u:=2 *u Assp
{PAu=y-2*ANi>1Ai—-1%#n}

— CONSp

{P/\u:y~21/\120}

Auch die neue Schleife wird nur logarithmisch oft durchlaufen, damit ergibt sich als Gesamtkom-
plexitit O(log(w)?).
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